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1. Случайные события 

 

1.1. Классическое определение вероятности  
 

Испытанием (опытом, экспериментом) называется реализация определенного 

четко описанного комплекса условий. При повторении испытания необходимо 

выполнить все условия данного испытания. 

Событием в теории вероятностей называется любой факт, который может 

произойти или не произойти в результате испытания. События обозначают заглав-

ными буквами латинского алфавита: А, В, С.  . . . . Z. 

Событие называется достоверным, если оно должно обязательно произойти в 

результате испытания. 

Событие называется невозможным, если оно не может произойти в результате 

испытания. 

Событие называется случайным или возможным, если оно может произойти 

или не произойти в условиях одного и того же испытания. Например, при подбрасы-

вании монеты  могут  осуществиться два случайных события: выпадение «герба» 

или выпадение «цифры». Каждое случайное событие есть  следствие  неопределен-

ности рассматриваемой ситуации. Однозначное предсказание результатов испыта-

ний в условиях неопределенности невозможно. Однако в теории вероятностей вво-

дится мера возможности того или иного события, а именно  вероятность этого собы-

тия. Вычисление вероятностей случайных событий является интересной и важной 

задачей. Решение этой задачи позволяет существенно прояснить ситуацию и делать 

вероятностные прогнозы. 

Несколько событий называются несовместными, если никакие два из них не 

могут наступить вместе в одном и том же испытании, в противном случае события 

называются совместными. 

Несколько событий образуют полную группу, если хотя бы одно из них обяза-

тельно должно произойти в результате испытания. 

События называются равновозможными в некотором испытании, если нет 

объективных оснований считать, что какое- либо из них более возможно чем другие. 

Несколько событий называются случаями или шансами, если они:  

1) являются элементарными (простейшими); 2) образуют полную группу событий;  

3) несовместны; 4) равновозможны. 

Если результаты некоторого испытания удовлетворяют перечисленным требо-

ваниям, т.е. являются случаями, то говорят, что такое  испытание сводится к схеме 

случаев. 

События А и Аназываются противоположными, если они несовместны и об-

разуют полную группу. Одно из противоположных  событий обязательно должно 

произойти. 

Вероятность события есть численная мера объективной возможности появ-

ления этого события. Вероятность события А обозначается Р(А). 

Случай называется благоприятствующим событию А, если появление этого 

случая влечет за собой появление события А. 
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Если испытание  сводится к схеме случаев, то вероятность появления любого 

события (А) в этом испытании можно  вычислить по   формуле:  

            
n

m
АР )( ,                                                                                                           (1) 

где n – общее число случаев; 

 m – число случаев, благоприятствующих событию А. 

Формула (1) представляет собой классическое определение вероятности. 

Приведем основные свойства вероятности: 

1) вероятность любого события заключается между нулем и единицей 

1)(0  АР ; 

2) равновозможные события равновероятны; 

3) вероятность противоположного события вычисляются по формуле:  

  )(1)( АРАР  .                                                                                             (2) 

 

Примеры выполнения типовых заданий 

 

Задача 1. В корзине лежат 3 червивых и 7 не червивых яблок. Из корзины из-

влекают наугад одно яблоко. Найти вероятности того, что извлеченное яблоко: 1) 

червивое; 2) не червивое. 

Решение. Обозначим через Аi событие, состоящее в извлечении i –того яблока, 

через В – червивого яблока, через С – не червивого яблока. 

События А1, А2, . . . . , А10 являются случаями, т.к. они являются элементарны-

ми, образуют полную группу, несовместны и  равновозможны. Испытание, состоя-

щее в  извлечении из корзины яблока, сводится к схеме случаев, поэтому можно 

воспользоваться формулой (1): 

n

m
ВР В)( ;         

n

m
СР С)( . 

Общее число случаев (n) равно 10. Число случаев благоприятствующих событию 

В(mв) равно 3, т.к. в корзине всего 3 червивых яблока. Число случаев благоприят-

ствующих событию С(mc) равно 7. Следовательно: 

1) 3,0
10

3
)( ВР ;       2)  7,0

10

7
)( СР . 

Отметим также, что события В и С являются противоположными и поэтому 

              )(1)()( СРСРВР     и )(1)()( ВРВРСР  . 

Задача 2. Монета подбрасывается  два раза. Найти вероятности того, что: 1) 

«герб» выпадет один раз; 2) «цифра» выпадет два раза. 

Решение. Обозначим выпадение «герба» буквой Г, а выпадение «цифры» бук-

вой Ц. Тогда в результате указанного испытания возможны следующие результаты: 

соб. А1 – ГГ,  соб. А2 – ГЦ,   соб. А3 – ЦГ,    соб. А4 – ЦЦ. 

Требуется найти вероятности событий  В – выпадение «герба» один раз и С – 

выпадение «цифры» два раза. 

События А1, А2, А3, А4 являются случаями, поэтому можно воспользоваться класси-

ческим определением вероятности. 
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 1) Событию В благоприятствуют два случая: А2 и А3, а общее число случаев 

равно четырем. 

5,0
4

2
)( 

n

m
ВР В . 

 

 2) Событию С благоприятствует только один случай – А4. 

25,0
4

1
)( 

n

m
СР С . 

 

Задания для самостоятельной работы 

 

1. Являются ли равновозможными события А и В: 

1) испытание  –  бросание игральной кости; события: А – выпадение нечетной  

цифры 2; В – выпадение четной цифры; 

2) испытание – извлечение одной игральной карты; события: А – эта карта туз; 

В – эта карта король. 

 

2.  Образуют ли полную группу события Аi:  

1) испытание – подбрасывание монеты; события: А1 – выпадение цифры; А2 – 

выпадение герба; 

2) испытание – три выстрела по мишени; события: А1 – нуль попаданий; А2 – 

одно попадание; А3 – два попадания; А4 – три попадания?  

Являются ли эти события попарно несовместными? 

 

3.  Являются ли случаями следующие группы событий: 

1) испытание – бросание игральной кости; события: А1 – выпадение четной 

цифры; А2 – выпадение нечетной цифры;  

2) испытание – выстрел по мишени; события: А1 – промах; А2 – попадание. 

 

4. В клетке 8 белых и 5 серых кроликов. Найти вероятности того, что после 

открытия клетки первым выскочит: 1) белый кролик; 2) серый кролик. 

 

5. Брошены две игральные кости. Найти вероятности того, что сумма выпав-

ших очков окажется: 1) равной пяти; 2) меньшей четырех. 

 

6. В стаде 300 коров, из них 80 не превышают трехлетнего возраста, 50 коров 

имеют возраст свыше пяти лет. Наугад отбирают одну корову. Каковы вероятности 

того, что возраст коровы: 1) более трех лет; 2) не более пяти лет? 

 

7. В вазе 3 красных, 5 зеленых и 4 желтых яблока. Наугад извлекают одно. 

Найти вероятности того, что яблоко окажется: 1) красным; 2) не зеленым. 

 

8. Подброшены три монеты. Каковы вероятности того, что выпадут:     

 1) три цифры;  2) две цифры и герб? 
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9. Колода состоит из 36 игральных карт. Наугад извлекают одну карту. Найти 

вероятности того ,что эта карта: 1) туз; 2) червовой масти; 3) пиковая дама. 

 

10. Куб, все грани которого окрашены, распилен на 1000 кубиков одинакового 

размера. После перемешивания наугад извлекают один кубик. Каковы вероятности 

того, что у извлеченного кубика: 1) три окрашенных грани; 2) нет окрашенных гра-

ней; 3) одна окрашенная грань? 

 

 

1.2. Вычисление вероятностей событий с использованием  

понятий комбинаторики 

 

При решении целого ряда задач теории вероятностей, когда испытание сво-

дится  к схеме случаев и число случаев велико можно использовать формулы ком-

бинаторики. 

Пусть имеется множество, состоящее из n  различных элементов: 

 
n

ааа .,..,,
21

                                                                                                     (3) 

Произвольное неупорядоченное подмножество некоторого множества элемен-

тов называется сочетанием. Если неупорядоченное подмножество включает m эле-

ментов множества (3), то его называют сочетанием из n элементов по m . Число раз-

личных сочетаний из n  элементов по  m  обозначается m

nС  и вычисляется по форму-

ле: 

)!(!

!

mnm

n
Cm

n


                                                                                                  (4) 

                                                                                                                      

или          
!

)1)...(1(

m

mnnn
Cm

n


 . 

В частности .;1;1 10 nCCC
n

n

nn
  

Восклицательный знак означает факториал числа. Напомним, что  

 к! = 1· 2 · 3 …(к - 1) · к;     0! =1. 

Произвольное упорядоченное подмножество некоторого множества называет-

ся размещением. Если размещение включает m  элементов множества (3), то его 

называют размещением из n  элементов по m. Число различных размещений обозна-

чается m

nА  и вычисляется по формуле:  

)!(

!

mn

n
Аm

n


                                                                                                       (5) 

                                                                                                            

или              )1)...(1(  mnnnАm

n
. 

Например, для множества  321 ,, ааа  можно составить три различных сочета-

ния содержащих по два элемента:  
21

,аа ;  
31

,аа ;  
32

,аа  и шесть различных раз-

мещений:  
21

,аа ;  
12

,аа ;   
31

,аа ;  
13

,аа ;  
32

,аа ;  
23

,аа . 



8 

 

Действительно, ;3
112

123

!1!2

!32

3





С   6

1

123

!1

!32

3



А . 

Произвольное упорядоченное множество называется перестановкой. Число 

различных перестановок из n  элементов обозначается Рn и вычисляется по формуле: 

 

Рn = n !                                                                                                                (6) 

 

Например, можно составить шесть перестановок из трех элементов множества {ку-

куруза, ячмень, пшеница}, т.к. Р3 = 3! = 6.                              

 

Примеры выполнения типовых заданий 

 

Задача 3.  Набирая номер телефона, абонент забыл последние три цифры и, 

помня лишь, что эти цифры различны, набрал их наугад. Найти вероятность того, 

что набраны нужные цифры. 

Решение. Число отличающихся друг от друга комбинаций из десяти арабских 

цифр по три цифры равно числу размещений из десяти элементов по три. 

                          7208910
!7

!78910

)!310(

!103

10 





А . 

По условию задачи все допустимые комбинации трех цифр равновозможны, 

несовместны и образуют полную группу случаев. 

Событие А – набраны нужные цифры. Ему благоприятствует лишь один слу-

чай:  

                                 0014,0
720

11
)(

3

10


Аn

m
АР . 

 

Задача 4. В ящике находится 20 плодов, из которых 4 поражены болезнью. Из 

ящика наудачу извлекают 4 плода. Найти вероятность того, что среди извлеченных 

плодов: 1) нет пораженных болезнью; 2) два поражены болезнью. 

Решение. Общее число способов извлечения четырех плодов из двадцати рав-

но числу сочетаний из двадцати элементов по четыре - 4

20С . Все эти сочетания рав-

новозможны, несовместны и образуют полную группу случаев. 

Событие А – среди четырех извлеченных плодов нет больных. Ему благопри-

ятствуют все  возможные сочетания из шестнадцати здоровых плодов по четыре 

// 4

16
С . Событие В – среди четырех плодов два больных. Ему благоприятствуют все 

возможные комбинации: содержащие по  два больных плода и два здоровых. Число 

различных комбинаций двух больных плодов равно 2

4
С , т.к. всего четыре больных 

плода.  С каждой такой комбинацией может быть извлечено любое возможное соче-

тание двух здоровых  плодов из шестнадцати. Значит число благоприятствующих 

случаев для события В равно 2

16

2

4 СС  . 

  1) ;3756,0
4845

1820
)(

4

20

4

16 
С

С

n

m
АР А    2) 1486,0

4845

1206
)(

4

20

2

16

2

4 






С

СС

n

m
ВР В . 
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Задания для самостоятельной работы 

 

11. В скольких трехзначных числах цифры не повторяются? 

 

12. Вычислить: 1) 3

8

2

3 СС  ; 2) 6

2

4 РА  . 

 

13. Решить уравнение 212

2 хС . 

 

14. Из шести лучших свиноматок надо выбрать трех для выставки. Сколькими 

способами это можно сделать? 

 

15. В хозяйстве 5 участков земли, которые необходимо занять пятью культу-

рами. Сколькими способами можно распределить культуры по участкам? 

 

16. В группе 12 студентов, среди которых 5 юношей. По списку наугад отби-

рают четверых студентов. Найти вероятности того, что среди отобранных: 1) нет 

юношей; 2) три юноши. 

 

17. В клетке находятся 6 белых и 4 серых мыши. Наугад отбирают 2 мыши. 

Найти вероятности того, что среди отобранных мышей: 1) обе мыши белые; 2) одна 

мышь белая и одна серая. 

 

18. В компании 7 друзей. Места за столом распределяются по жребию. Какова 

вероятность того, что Коля сядет рядом с Олей?  

 

19. В загоне находятся 8 поросят северокавказской  породы и 5 поросят круп-

ной белой породы. Найти вероятность того, что среди трех наугад отобранных поро-

сят окажется хотя бы один поросенок северокавказской породы. 

 

20. В читальном зале имеется 7 разных учебников по теории вероятностей, из 

которых три в мягком переплете. Студент наугад берет три учебника. Найти вероят-

ности того, что среди выбранных учебников: 1) три учебника в жестком переплете; 

2) два учебника в жестком переплете; 3) хотя бы один учебник в мягком переплете. 

 

           Задачи 21-40.  В урне содержатся К черных и Н белых шаров. Случайным об-

разом вынимают М шаров. Найти вероятность того, что среди них имеется: 

а) Р белых шаров; 

б) меньше, чем Р белых шаров. 
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3.3. Вычисление вероятностей составных событий 

Суммой или объединением двух событий называется новое событие, состоя-

щее в появлении хотя бы одного из этих событий. Например, С = А + В или 

ВАС  . 

Произведением или пересечением двух событий называется новое событие, 

состоящее в совместном появлении этих событий. Например, BAD   

или BAD  . 

Вероятность появления суммы двух несовместных событий равна сумме ве-

роятностей появления этих событий, т.е. 

)()()( ВРАРВАР   .                                               (7) 

Вероятность появления суммы двух совместных событий равна сумме веро-

ятностей этих событий без вероятности их совместного появления, т.е.  

)()()()( ВАРВРАРВАР  .                                         (8) 

Вероятность появления события А при условии, что событие В уже произо-

шло, называется условной вероятностью события А и обозначается РВ(А) или  

Р(А/В). 

Два события называются независимыми, если вероятность каждого из них не 

зависит от появления или не появления другого. В противном случае события назы-

ваются зависимыми. Если события А и В независимы, то  

               )()()( АРАРАР
ВВ

       и      )()()( ВРВРВР
АА

 . 

Вероятность произведения (совместного появления) двух событий равна про-

изведению вероятности одного из них на условную вероятность другого, вычислен-

ную при условии, что первое событие уже произошло, т.е.  

)()()( ВРАРВАР
А

                                        (9) 

 или     )()()( АРВРВАР
В

 . 

Если события А и В независимы, то из (9) следует, что  

                                            )()()( ВРАРВАР  . 

Вероятность произведения К событий определяется формулой  

         )(......)()()()...(
121211 321321 КААААААК

АРАРАРАРААААР
К

 . 

Вероятность появления хотя бы одного из группы событий 
К

ААА ,...,
21

 можно 

определить по формуле 

              )...(1)...()(
321321 КК

ААААРААААРВР  . 

Если события А1, А2, . . . АК взаимно независимы, то вероятность появления хотя 

одного события равна: 

)(...)()()(1)(
321 К

АРАРАРАРВР  .                            (10) 

Если при этом qАРАРАР К  )(...)()( 21 , то kqВР 1)( . 

Итак, над событиями определено три операции: сложение, умножение и отыс-

кание противоположного события. С помощью этих операций можно образовывать 

составные или сложные события.  Вероятность составного события можно найти 

применяя рассмотренные выше понятия и формулы. 



11 

 

 

Примеры выполнения типовых заданий 

 

Задача 5. В саду досажено два дерева. Вероятность того, что приживется пер-

вое дерево, равна 0,9, второе дерево – 0,8. Найти вероятность того, что приживутся: 

1) два дерева; 2) одно дерево; 3) хотя бы одно дерево. 

Решение. Введем следующие обозначения событий:  

А1 – прижилось первое дерево; 

А2 – прижилось второе дерево; 

В – прижилось одно дерево; 

С – прижилось два дерева; 

D- прижилось хотя бы одно дерево. 

Рассмотрим все возможные результаты посадки двух деревьев: 

А1·А2 – прижились оба дерева; 

21
АА   - первое дерево прижилось, а второе нет; 

21
АА   - первое дерево не прижилось, а второе прижилось;  

21
АА  - оба дерева не прижились. 

Видно, что 
21

ААВ  ,  
2121

ААААС  , Д =В + С. 

1) 72,08,09,0)()()()(
2121

 АРАРААРВР ; 

2)  )()())()( 21212121 ААРААРААААРСР                                   

=  )()()()( 2121 АРАРАРАР 26,08,01,02,09,0  , 

т.к. события А1 и А2 независимы , события 
21

АА   и 
21

АА   несовместны  и 

    1,0)(1)(
11
 АРАР  ;   2,0)(1)( 22  АРАР ; 

3) 998,02,01,01)()(1)(1)( 2121  АРАРААРДР . 

Задача 6. В поле работают три мужчины и семь женщин. По табельным номе-

рам наугад отбирают три человека. Найти вероятность того, что все отобранные ра-

бочие окажутся женщинами. 

Решение. Введем следующие обозначения событий:  

А1 –первый отобранный человек - женщина; 

А2 – второй отобранный человек - женщина; 

А3 – третий  отобранный человек - женщина; 

В – отобраны три женщины. 

Событие В составное: 
321

АААВ   

)()()()()(
321321 211

АРАРАРАААРВР
ААА

 , т.к. события 
321

,, ААА  зависимы. 

Сначала на поле находится 10 человек (3 мужчины и 7 женщин), поэтому 

10

7
)(

1


n

m
АР .  

Если произошло событие А1, то на поле осталось 9 человек (3 мужчины и 6 жен-

щин), поэтому 

9

6
)(

21


n

m
АР

А
. 
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Обратите внимание, что 
9

7
)(

2
1

АР
А

, т.е. )(
21

АР
А

)(
2

1

АР
А

. 

Если произошли события А1 и А2, то на поле осталось 8 человек (3 мужчины и 5 

женщин), поэтому  

8

5
)(

321


n

m
АР

АА
. 

Теперь можно вычислить искомую вероятность: 

2917,0
24

7

8

5

9

6

10

7
)( ВР . 

Замечание. Задача 6 может быть решена с использованием понятий комбина-

торики: 

2917,0
120

35
)(

3

10

3

7 
С

С

n

m
ВР В . 

Задача 7. Вероятность всхожести любого зерна пшеницы одинакова. Найти 

эту вероятность, если вероятность того, что взойдет хотя одно из трех посеянных 

зерен равна 0,992. 

Решение.  Введем следующие обозначения событий:  

А – взошло хотя бы одно зерно; 

В1 – взошло первое зерно; 

В2 – взошло второе зерно; 

В3 – взошло третье зерно. 

По условию задачи Р(В1)= Р(В2) = Р(В3)=р и требуется найти р. 

Событие А состоит в том, что из трех зерен взошло одно любое зерно или два лю-

бых зерна или все три зерна. Противоположным ему является событие А - не взошло 

ни одного зерна 
321

ВВВА  . 

)(1)(1)(
321

ВВВРАРАР  . 

Ясно, что события 
321

,, ВВВ  независимы, тогда и события 321 ,, ВВВ  независимы. 
3

321 11)()()(1)( qqqqВРВРВРАР  ,   q=1-р. 

По условию задачи Р(А) = 0,992. Тогда 
3q1992,0  ;     

008,0992,01q3  ; 

2,0008,0q 3     и    р=1- q= 0,8. 

 

Задания для самостоятельной работы 

 

41. Студент знает ответы на 20 из 30 вопросов, вынесенных на коллоквиум. 

Вопросы задаются последовательно. Какова вероятность того, что студент правиль-

но ответит на три вопроса?  

 

42. В вазе 10 яблок, из которых 3 червивых. Из вазы последовательно без воз-

врата извлекаются три яблока. Найти вероятности событий: 1) все три яблока не 

червивые; 2) первое яблоко червивое, а остальные не  червивые. 
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43. В семье трое детей. Пусть вероятности рождения  мальчика и девочки 

каждой раз одинаковы . Найти вероятности того, что в семье: 1) все девочки;  

2) два мальчика и одна девочка;  3) хотя бы один мальчик. 

 

44. Три охотника одновременно стреляют в кабана. Вероятность попадания 

для первого охотника равна 0,9,  для второго – 0,8 , для третьего – 0,7. Каковы веро-

ятности событий: 1) в кабана попали две пули; 2) все охотники промахнулись? 

 

45. Экзаменационный билет содержит три вопроса. Вероятность того, что сту-

дент ответит на 1-й вопрос равна 0,9,   на 2-й – 0,7,    на 3-й – 0,6. Найти вероятности 

того, что студент ответит: 1) на три вопроса; 2) только на один вопрос. 

 

46. Вероятность хотя бы одного попадания при двух выстрелах равна 0,96. 

Найти вероятность трех попаданий  при трех выстрелах, если вероятность попада-

ния одинакова при каждом выстреле. 

 

47. Сколько надо взять яиц, чтобы с вероятностью не менее 0,87 утверждать, 

что вылупится хотя бы одна курочка? Вероятности появления курочки и петушка из 

каждого яйца принять равными 0,5. 

 

48. Среди 30 плодов три поражены болезнью. Найти вероятности того, что из 

трех взятых подряд и не возвращенных плодов: 1) один поражен болезнью; 2) нет 

пораженных болезнью. 

49. Эффективность некоторой вакцины составляет 90 %. Вакцинировалось два 

животных. Каковы вероятности того, что: 1) оба животных приобрели иммунитет; 2) 

хотя одно животное приобрело иммунитет? 

 

50. Найти вероятность уничтожения вредителей при четырехкратной обработ-

ке сада, если для гибели насекомых достаточно отравление хотя бы в одной из обра-

боток и вероятность гибели насекомых при каждой обработке равна 0,8. 

 

1.4. Формула полной вероятности и формула Бейеса 

 

Пусть событие А может наступить только при условии появления одного из 

несовместных и образующих полную группу событий 
n

ВBВ ,....,,
21

. Тогда вероят-

ность события А зависит от событий 
n

ВBВ ,....,,
21

и может быть  вычислена по фор-

муле полной вероятности: 

)()()(
1

APBPAP
iB

n

i
i




.                                                                              (11) 

События 
n

ВBВ ,....,,
21

называются гипотезами. Сумма вероятностей гипотез равна 

единице:  1)(...)()( 21  nBPBPBP . Отметим, что  в результате испытания одна из 

гипотез обязательно реализуется, но заранее неизвестно какая именно. 
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 Пусть  до испытания вероятности гипотез были равны: )(),...,(),( 21 nBPBPBP . 

Если  в результате испытания произошло событие А, то вероятности гипотез изме-

няются за счет появления дополнительной информации. Новые (условные) вероят-

ности гипотез вычисляются по формуле Бейеса:  

 

               ,

)()(

)()(
)(

1









n

i

Bi

Bj

jA

APBP

APBP
BP

i

j

  для j=1,2,…,n.                                                 (12) 

 

Примеры выполнения типовых заданий 

 

Задача 8.  Из заготовленной для посева пшеницы зерно первого сорта состав-

ляет 30%; зерно второго сорта – 60%, зерно третьего сорта – 10%. Вероятность того, 

что взойдет зерно первого сорта равна 0,8, второго сорта – 0,6, третьего – 0,5. Найти 

вероятность того, что взойдет одно наугад взятое зерно. 

 Решение.  Событие А – наугад взятое зерно взошло. Гипотезы: 

 1В   - выбрано и  посеяно зерно первого сорта; 

2В  -  выбрано и посеяно зерно второго сорта;  

          3B  -  выбрано и посеяно зерно третьего сорта; 

До испытания вероятности гипотез равны: ;3,0)( 1 BP   ;6,0)( 2 BP   1,0)( 3 BP , 

т.к. зерно первого сорта составляет 30% от всего имеющегося зерна и т.д. Все 

условные вероятности события А даны в условии задачи ;8,0)(
1

APB   ;6,0)(
2

APB   

.5,0)(
3

APB  

 По формуле полной вероятности (11) получаем: 

                   )()()()()()()(
321 321 APBPAPBPAPBPAP BBB  

                 .65,05,036,024,05,01,06,06,08,03,0   

 

 Задача 9.   Две бригады собирают на своих полях помидоры и грузят их для 

отправки на один грузовик. Производительность сборки помидор  первой бригады в 

два раза больше производительности труда второй. Первая бригада вырастила 60% 

помидор отличного качества, а вторая 84%. Наудачу взятый в грузовике помидор 

оказался отличного качества. Найти вероятности того, что взятый помидор выра-

щен: 1) первой бригадой; 2) второй бригадой. 

 Решение.   Событие А – взятый помидор оказался отличного качества. Гипоте-

зы: 

1B  - помидор выращен первой бригадой; 

          2B  - помидор выращен второй бригадой. 

Требуется найти: ).(),( 21 BPBP AA  

 Вероятности гипотез равны: ,3/1)(;3/2)( 21  BPBP  т.к. количество помидор в 

грузовике пропорционально производительности труда бригад при сборе помидор и 

производительность первой бригады в два раза больше производительности второй 
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бригады. Условные вероятности события А до испытания пропорциональны про-

центному содержанию помидор отличного качества и равны:  ;6,0)(
1

APB   

.84,0)(
2

APB  

 Известно, что после испытания произошло событие А – взят помидор отлич-

ного качества. Вероятности гипотез после испытания - )(),( 21 BPBP AA . Их можно 

найти по формуле Бейеса (12): 

 ,5882,0
84,03/16,03/2

6,03/2

)()()()(

)()(
)(

21

1

21

1

1 










APBPAPBP

APBP
BP

BB

B

A  

 .4118,0
84,03/16,03/2

84,03/1
)( 2 




BPA  

 

Задания для самостоятельной работы 

 

51. В трех мешках находится картофель. В первом мешке повреждено 15% 

клубней, во втором – 5%, в третьем – 10%. Наудачу извлекается один клубень. 

Найти вероятности того, что клубень: 1) поврежден; 2) не поврежден. 

 

52. В вазе два яблока. В нее сначала добавляется одно не червивое яблоко, а 

затем наудачу извлекается одно яблоко. Какова вероятность того, что извлеченное 

яблоко окажется не червивым, если равновероятны все варианты первоначального 

содержания вазы? 

53. Из полного набора костей домино (28 шт.) наугад последовательно без 

возврата извлекают две кости. Найти вероятность того, что  вторую извлеченную 

кость можно приставить к первой. 

 

54. В трех ящиках находятся помидоры, в первом –10% зеленых, во втором – 

15%, в третьем – 20%. Сначала из ящиков наугад отбирают 2, 3, и 5 помидор соот-

ветственно. Затем из них наудачу берут один помидор. Какова вероятность того, что 

он был отобран из первого ящика, если он оказался зеленым? 

 

55. В первой урне 5 белых и 10 черных шаров, во второй – 3 белых и 7 черных. 

Из первой урны во вторую перекладывают один шар, а затем из второй наугад берут 

один шар. Найти вероятность того, что последний шар первоначально был в первой 

урне, если он оказался белым. 

 

56. Вероятности попадания в цель 1-м, 2-м и 3 –м стрелками равны соответ-

ственно 0,6, 0,5 и 0,4. Жребий определил порядок выхода к мишени. Какова вероят-

ность того, что этот выстрел произвел третий стрелок ? 

 

57. Для посева заготовлено 40% зерна 1-го сорта, 50% - 2-го сорта и 10% - 3-го 

сорта. Всхожесть зерна 1-го сорта составляет 95%, 2-го – 90%, 3-го – 80%. 1) Найти 

вероятность того, что взойдет одно наугад взятое зерно.  
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2) Пусть зерно взошло. Найти вероятность того, что это было зерно третьего сорта. 

58. В двух мешках находятся семена ячменя. Всхожесть семян из 1-го мешка 

составляет 80%, из 2-го – 90%. Из 1-го мешка наугад отбирают 4 зерна, а из 2-го 2 

зерна. Затем из шести зерен наугад выбирают одно. 

1) Какова вероятность того, что отобранное зерно взойдет? 

2) Какова вероятность того, что отобранное зерно первоначально было в 1-м мешке, 

если известно, что оно взошло. 

 

  59. В хозяйстве имеется 7 гусеничных и 5 колесных тракторов. Вероятность 

того, что гусеничный  трактор будет исправен в течение всей недели равна  0,9,  а 

того, что колесный трактор - 0,8. Для работы направляется произвольно выбранный 

трактор.  

1)  Найти вероятность того, что он не сломается в течение недели. 

2)  Найти вероятность того, что работал  гусеничный трактор, если он не ломался  

всю неделю. 

3)  

         60. В каждой из трех ваз содержатся 6 черных и 4 белых шара. Из первой вазы 

наугад извлечен один шар и переложен во вторую, затем из второй вазы наугад из-

влечен один шар и переложен в третью. Найти вероятность того, что  наугад извле-

ченный из третьей вазы шар окажется белым. 

 

1.5. Повторение независимых испытаний. Схема Бернулли 

 

 Пусть производится серия однородных испытаний. Если вероятность некото-

рого события А в каждом испытании не зависит от результатов других испытаний, 

то испытания называются независимыми, иначе – зависимыми. 

Серия однородных зависимых испытаний называется схемой урн. Серия 

однородных независимых испытаний называется схемой Бернулли. Например. В 

вазе 20 яблок, из которых 5 – червивые. Будем последовательно извлекать по 

одному яблоку. Если каждое яблоко возвращать в вазу, то серия испытаний 

соответствует схеме Бернулли, т.к. в каждом испытании вероятность извлечения 

червивого яблока не зависит от номера испытания и равна 5/20. Если яблоки не 

возвращать, то вероятность извлечения червивого яблока зависит от результатов 

предыдущих испытаний и серия испытаний соответствует  схеме урн. 

Рассмотрим здесь четыре теоремы, применяемые в схеме Бернулли. Пусть ве-

роятность события А в каждом испытании не зависит от результатов других испыта-

ний:  Р(А)  =  р. 

 

Теорема Бернулли. Если серия испытаний соответствует схеме Бернулли и 

число испытаний невелико (n  ≤  10), то  

,)( knkk

nn qрCkP                                                                                        (13) 

где )(kР
n

- вероятность того, что события А произойдет в n испытаниях равно  k раз; 
k

n
С - число сочетаний из n элементов по k; 
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pq 1 - вероятность события А . 

При n  > 10 использование формулы Бернулли (13) крайне затруднительно. 

 

Локальная теорема Лапласа. Если серия испытаний соответствует схеме 

Бернулли и число испытаний велико (n  > 10), то  

 

 ),(
1

)( x
npq

kPn                                                                (14) 

где  ,
npq

npk
x


    2

2

2

1
)(

x

ex





 . 

Значения функции  )(x  для 40  x  приводятся в  таблице 2 приложения 1. Отме-

тим, что  0)4( x    и  ).()( xx    

  При небольших значениях р  формула (14) дает значительную погрешность. 

 

 Теорема Пуассона. Если серия испытаний соответствует схеме Бернулли, 

число испытаний велико (n >10) и вероятность события в одном испытании мала (р 

 0,01), то  

 ,
!

)(   e
k

kP
k

n     где .pn                                             (15) 

 Вероятность того, что событие А появится в n независимых испытаниях от k1 

до k2 раз равна сумме вероятностей )(),...1(),( 211 kPkPkР nnn  : 

)()(),(
2

1

2121 kPkkkPkkP
k

kk

nnn 


 . 

Вероятности Рn(k) вычисляются по одной из уже рассмотренных формул. 

 

 Интегральная теорема Лапласа. Если серия испытаний соответствует схеме 

Бернулли и число испытаний велико (n >10), то 

  

),()()(),( 122121 xxkkkPkkP nn                                                           (16) 

где   ;
npq

npk
x i

i


        .

2

1
)(

0

2

2

dzex

x z







 

Значения функции Лапласа - )(x  для 50  x  приводятся в соответствующей таб-

лице 1 приложения 1.  Отметим, что 5,0)5(  x    и  )()( xx  . 

 

Примеры выполнения типовых заданий 

 

 Задача 10.  Всхожесть семян равна 80%. Для опыта отбирают 5 семян. Найти 

вероятность того, что будет не менее четырех всходов. 

 Решение.  Событие А – взошло одно наугад взятое семя. Событие В – из пяти 

семян взошло не менее четырех. 
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).5()4()54()4()( 5555 PPkPkPBP   

Вероятность всхожести любого семени не зависит от того, взойдут или нет другие 

семена. 8,0)(  pAP  и .2,01  pq  Число испытаний (число посеянных семян) 

невелико (n = 5). Поэтому воспользуемся теоремой Бернулли: 

 ,4096,02,0)8,0(5)4( 4144

55  qрCP  

 3277,0)8,0(1)5( 5055

55  qрCP .       .7373,0)5()4()( 55  PPBP  

 

 Задача 11.   Вероятность того, что приживется одно дерево, в среднем равна 

0,85. В саду высадили 100 деревьев. Найти вероятность того, что приживется не ме-

нее 80 деревьев. 

 Решение.  Событие А- прижилось одно наугад взятое дерево. Событие В – из 

100 деревьев прижилось не менее 80. 

 Вероятность того, что приживется одно любое дерево, постоянна: 

.85,0)(  pAP  Число посаженных деревьев велико (n=100). Воспользуемся инте-

гральной теоремой Лапласа: 

 ),()()10080()80()( 12100100 xxkPkPBP   

 ,20,4
57,3

15

15,085,0100

85,01001002

2 








npq

npk
x  

 .40,1
57,3

5

15,085,0100

85,0100801

1 











npq

npk
x  

.9192,04192,0499968,0)40,1()20,4()40,1()20,4()( BP  

 Значения )40,1(),20,4(   найдены по таблице функции Лапласа.  

 

 Задача 12.   Засоренность семян сорняками составляет 0,2%. Найти вероят-

ность того, что из 1000 отобранных семян 5 являются семенами сорняков. 

 Решение.  Событие А – наугад взятое семя оказалось сорным. Событие В –  из 

1000 семян 5 оказались сорными. 

 Вероятность того, что любое наугад взятое семя окажется сорным, постоянна, 

т.е. основное условие схемы Бернулли выполняется. Число семян велико (n=1000), а 

вероятность события А мала ( 002,0р ). Поэтому следует воспользоваться теоре-

мой Пуассона: 

 .0361,0
120

2

!5

)002,01000(
)5()( 2

5
)002,01000(

5

1000 


  eePBP  

 

Задания для самостоятельной работы 

 

61. В семье 5 детей. Найти вероятность того, что в семье три мальчика, если 

вероятности рождения мальчика и девочки каждый раз одинаковы.  

 

62. Для опыта отбирают 4 зерна. Всхожесть каждого зерна составляет 70%. 

Найти вероятности того, что: 1) будет не менее трех всходов; 2) будет не более од-

ного всхода. 
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63. Вероятность рождения бычка при отеле каждой коровы равна 0,5. Найти 

вероятности того, что от шести коров будет: 1) ровно 4 бычка; 2) не менее четырех 

телочек. 

 

64. Студенту задается четыре вопроса. Он знает правильные ответы на 70% 

вопросов . Найти вероятности того, что студент ответит на 4, 3, 2, 1 или 0 вопросов. 

 

65. Вероятность того, что из одного яйца вылупится петушок равна 0,5. Найти 

вероятности того, что из 100 яиц вылупится: 1) ровно 50 петушков; 2) ровно 45 ку-

рочек. 

 

66. Какова вероятность того, что из 400 посеянных семян прорастет от 300 до 

350, если вероятность прорастания каждого семени равна 0,8? 

 

67. По мишени производится 100 выстрелов. Вероятность попадания при каж-

дом из них равна 0,8. Найти вероятности того, что: 1) будет ровно 75 попаданий; 2) 

будет от 75 до 85 попаданий. 

68. Найти вероятности того, что после отела сорока коров: 1) будет не менее 

20 телочек; 2) будет не более 30 бычков. Вероятности рождения бычка и телочки 

можно считать одинаковыми. 

 

69. В ящике 5000 деталей. Доля брака составляет 0.02%. Какова вероятность 

того, что в ящике ровно три бракованных детали? 

 

70. Найти вероятность того, что из 1500 яиц будет ровно 5 бракованных,  

если доля брака составляет 0,3%. 

 

В задачах 71. –75. в магазин входят  n покупателей. Найти вероятность того, 

что k из них совершат покупки, если вероятность совершить покупки для каждого 

вошедшего p. 

71.

0. 

n =100, p = 0,9, k = 95. 
72. n =12, 

4444004

0040040

0, 

р = 0,2, k = 4. 
73. n =8, р = 0,3, 

0,36, 

k = 3. 
74. n=225, p = 0,64 

0,64, 

k = 158. 
75. n=250, р = 0,81 

0,81, 

k = 200. 
    

В задачах 76. – 80.   дана вероятность р появления события А в каждом из n 

независимых испытаний. Найти вероятность того, что в этих испытаниях событие 

A появится не менее k1 раз и не более k2 раз. 

76. n=360, р = 0,8, k1= 280

, 

k2 =300. 
77. n=490, 

44444

44904

90444

90, 

p = 0,6, k1= 320

, 

k2 =350. 
78. n=640, p = 0,9, k1= 500

, 

k2 = 540  

55405

40. 

79. n=225, 

225, 

p = 0,2, k1= 50, k2 = 60. 
80. n=810, р = 0,4, k1= 340

, 

k2=400

.  
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2. Случайные величины 

 

2.1. Дискретные случайные величины 

 

Изучаемая (измеряемая) величина является закономерной (не случайной), если 

в результате повторения некоторого испытания она принимает практически одно и 

то же числовое значение. Если же в результате повторения испытания величина 

принимает существенно различные значения, то она является случайной. Мерой 

возможности того или иного значения случайной величины является вероятность 

этого значения.  

Выявление законов распределения вероятностей дискретных и непрерывных 

случайных величин и расчет числовых характеристик таких величин являются 

интересными и важными задачами. Решение этих задач позволяет существенно 

прояснить ситуацию неопределенности, возникающую при наличии случайных 

результатов испытаний и сделать соответствующие вероятностные прогнозы. 

Случайной называется величина, которая при повторении  одного и того же 

испытания может принимать различные  числовые значения. Для случайной 

 

величины  до испытания невозможно определить какое именно значение она 

примет. Случайные величины обозначаются заглавными буквами латинского  

алфавита: X, Y, Z,... . 

 

 Дискретной называется случайная величина, которая принимает отдельные, 

изолированные значения. 

 

 2.1.1.Ряд распределения дискретной случайной величины 

 

 Законом распределения дискретной случайной величины называется соответ-

ствие между возможными значениями случайной величины и вероятностями  появ-

ления этих значений. Закон распределения дискретной случайной величины можно 

задать таблично, графически или аналитически. 

 Рядом распределения дискретной случайной величины называется таблица, в 

которой перечислены ее возможные значения и вероятности появления этих значе-

ний: 

,        



n

i
i

p
1

,1                                                           (17) 

 

 

где  
i

p  - вероятность значения
i

x . 

 Если изучаемая величина является случайной, то при реализации испытания 

имеется некоторая практическая и математическая неопределенность результата. Ес-

ли возможные значения дискретной случайной величины равновероятны, то она 

называется равномерно распределенной. Для равномерно распределенной случайной  

величины нет никаких оснований выделить какие-то из ее значений. Такая величина 

i
x  1

x  
2

x  . . .   
n

x  

i
p  1

p  
2

p  . . .   
n

p  
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является «абсолютно» случайной в условиях рассматриваемого испытания. Тогда как 

для неравномерно распределенной случайной величины можно указать более веро-

ятные и менее вероятные значения.  

 Многоугольником распределения называется фигура, полученная после соеди-

нения отрезками точек ).,(
ii

px  

 

               2.1.2. Числовые характеристики дискретной случайной  величины 

 

 Математическим ожиданием дискретной случайной величины называется 

сумма произведений всех возможных значений случайной величины на их вероятно-

сти. 

Например, для случайной величины Х: 

   



n

i
ii

pxXM
1

)( .                                             (18) 

М(Х) всегда лежит между 
min

X  и 
max

X  и  является средневзвешенным по вероятно-

стям  значением случайной величины. 

 Математическое ожидание случайной величины обладает следующими свой-

ствами: 
   ,)( CCM   

где С – постоянная величина; 
   );()( XMCXCM   

   );()()( YMXMYXM   

   ).()()( YMXMYXM   

 Дисперсией (рассеянием) дискретной случайной величины называется матема-

тическое ожидание квадрата отклонения случайной величины от ее математическо-

го ожидания: 

))](([)( 2XMXMXD   

Для вычисления дисперсии можно пользоваться формулой: 

   



n

i
ii

pXMxXD
1

2 ,)]([)(        (19) 

или формулой: 

   22 )]([)()( XMXMXD      (20) 

где 



n

i
ii

pxXM
1

22 )(  - математическое ожидание квадрата случайной величины Х. 

 Дисперсия случайной величины обладает следующими свойствами: 
 ;0)( СD   

 );()( 2 XDCXСD   

 ).()()( YDXDYXD   

 Средним квадратическим отклонением случайной величины называется ко-

рень квадратный из дисперсии: 

   ).()( XDX       (21) 
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2.1.3. Некоторые законы распределения дискретных случайных величин 

 

Биномиальное распределение 

 

Пусть некоторое испытание производится  n раз и пусть каждый раз вероят-

ность появления события А равна р. Такая серия испытаний соответствует схеме 

Бернулли. Событие А может произойти в серии от  нуля до n раз. Обозначим через 

Х  дискретную случайную величину – число появлений события А в n испытаниях . 

Ясно, что kxk  , где nk ....;2;1;0 . Ряд распределения случайной величины Х име-

ет вид:  

хk 0 1 2 … k … n .                                                     

(22)               pk Pn(0) Pn(1) Pn(2) … Pn(k) … Pn(n) 

Если n  невелико (n  10), то Pn(k) можно найти по формуле Бернулли: 

,)( knkk

nn qрCkP                                                       (23) 

где )(kР
n

- вероятность того, что события А произойдет в n испытаниях равно  k раз; 
k

n
С - число сочетаний из n элементов по k; 

           pq 1 - вероятность события А  , т.е. события противоположного событию 

А. 

Если  n велико (n  > 10)  , то Pn(k) можно найти по формуле Лапласа: 

 

  ),(
1

)( x
npq

kP
n

           (24) 

где  ,
npq

npk
x


    

2

2

2

1
)(

x

ex





 . 

Значения функции  )(x  для 40  x  приводятся в  таблице (прилож.1). От-

метим, что  0)4( x    и  ).()( xx    

Распределение (22) называется биномиальным, т.к. произведение  knkk

n
qpC   

есть общий член в разложении бинома Ньютона: 
n

n

knkk

n

nn

n

nn

n

n qpCqpCqpCqpCqp 001110 .........)(   . 

 

Геометрическое распределение 

 

Пусть повторяется некоторое испытание и пусть каждый раз вероятность со-

бытия А равна р. Данная серия испытаний завершается как только событие А проис-

ходит. Обозначим через Х дискретную случайную величину – число испытаний, ко-

торое нужно произвести до первого появления события А. 

Случайная величина Х может принимать значения натуральных чисел: 

 х1 = 1; х2 = 2; … хk = k . Вероятность значений хk определяется формулой: 

                                               pqP k

k
 1 ,                                                (25) 

где  q = 1– p  – вероятность не появления события А в каждом испытании. 
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Например, вероятность первого появления события А в четвертом испытании равна: 

pqqqp 
4

, т.к. сначала в трех испытаниях событие А не произошло. 

Ряд распределения рассматриваемой дискретной случайной величины Х имеет 

вид: 

хk 1 2 3 … k … 

.                                            (26)  pk р qp q
2 
p … q

k-1 
p … 

 

Распределение (26) называется геометрическим,  т.к.  вероятности значений 

случайной величины образуют бесконечно убывающую геометрическую  прогрес-

сию, для которой первый член равен р, а знаменатель равен q. 

 

Гипергеометрическое распределение 

 

 Пусть некоторое множество S содержит N элементов (студентов, деталей и  

т.д.) и пусть среди них выделено некоторое подмножество Т, содержащее М элемен-

тов (юношей, бракованных деталей и т.д.). Из множества S наугад выберем n  эле-

ментов. Обозначим через Х дискретную случайную величину – число элементов 

подмножества Т, попавших в число n отобранных элементов множества S (число 

юношей из n  отобранных студентов, число бракованных деталей из n отобранных 

деталей и т.д.). Случайная величина Х может принимать значения: 0, 1, 2, …i,…m, 

где m  n и m  M. Вероятность значения хi определяется формулой: 

                                          n

N

in

MN

i

M
i

C

CC
p




 ,                                                     (27) 

где в

a
C - число сочетаний из а  элементов по в.  

1!0,...321!,
)!(!

!



 аа

вав

а
C в

a . 

Ряд распределения случайной величины Х имеет вид: 

 

хk 0 … i … m                                 (28) 

 pk 

n

N

n

MNM

C

CC


0

 
… 

n

N

in

MN

i

M

C

CC 




 
… 

n

N

mn

MN

m

M

C

CC 




 

 

Распределение, определяемое рядом (28) называется гипергеометрическим. 

 

Примеры выполнения типовых заданий 

 

 Задача 13.  Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадрати-

ческое отклонение дискретной случайной величины Х, если известен ее ряд распре-

деления: 

i
x  -1 1 2 3 

. 
 i
p  0,19 0,51 0,25 0,05 
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Решение.  По формуле (18) получаем: 

 
443322

)( pxpxpxpxXM
ii

 

 .97,015,05,051,019,0   

Дисперсию найдем по формуле (20): 

 15,2)(
4

2

43

2

32

2

21

2

1

2  pxpxpxpxXM  

и 

 .21,194,015,2)]([)()( 22  XMXMXD   

Среднее квадратическое отклонение вычислим по формуле (21): 

 .1,1)()(  XDX   

 

Задача 14. Баскетболист бросает мяч в кольцо. Вероятность попадания в каж-

дом броске равна 0,8. Найти вероятности того, что первое попадание произойдет 

при первом броске, при втором броске  …, при пятом броске. 

Решение. Введем в рассмотрение дискретную случайную величину Х – число 

бросков необходимых для первого попадания по кольцу. По смыслу задачи ясно, 

что эта случайная величина распределена по геометрическому закону (10). 

Вероятности отдельных значений случайной величины Х найдем по формуле 

(9) с учетом того, что р = 0,8 и q = 1 – 0,8 =0,2. 

р1=q
0
р = 0,8; р2 = q

1
р= 0,20,8= 0,16; р3=q

2
р= р2q = 0,16 0,2 = 0,032;  

р4 =  0,0064; р5 =  0,00128. 

 

                           Задания для самостоятельной работы 

 

81.  Случайная величина Х – число поросят от одной свиноматки. Найти ма-

тематическое ожидание и дисперсию, если задан ряд распределения этой случай-

ной величины. 

i
x  4 5 6 7 . 

 
i

p  0,22 0,32 0,28 0,18 

 

82. По условию задачи 1.1. построить многоугольник распределения  

случайной величины Х, найти среднее квадратическое отклонение и вероятность 

того, что Х  6. 

 

        83. Найти )(),(),( YYDYM  и построить многоугольник распределения, если 

известен закон распределения случайной величины Y . 

i
у  -1 0 1 2 3 

. 
i

p  0,15 0,20 0,35 0,25 0,05 
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       84. Найти значение переменной а и D(X), если ряд распределения дискретной 

случайной величины Z  имеет вид: 

 

i
z  90 100 110 120 

. 
i

p  а 0,31 0,33 а -0,1 

 

85. Монету подбрасывают 4 раза. Найти ряд распределения вероятно 

стей для числа выпадений «герба» в этой серии испытаний. 

 

        86. Вероятность того, что приживется один саженец яблони равна 0,8. 

Высаживаются 3 яблони. Составить закон распределения вероятностей для числа 

прижившихся саженцев. 

 

          87. Игральный кубик подбрасывают n раз. Составить ряд распределения для 

числа подбрасываний до первого выпадения «шестерки». 

 

          88. В вазе 5 плодов, из которых 2 - червивые. Из вазы наугад 

последовательно извлекают по одному плоду. Если плод не червивый, то он 

возвращается в вазу, иначе повторение испытаний завершается. Найти закон 

распределения случайной величины Х – числа извлеченных  плодов до появления 

первого червивого плода. 

 

          89. В сборной команде 5 волейболистов, из них двое являются студентами 

агрономического факультета. Тренер заменяет троих игроков. Составить ряд 

распределения вероятностей для числа замененных студентов агрономического 

факультета. 

 

          90. На поле работают шесть человек, из них трое мужчин. Троих рабочих 

переводят на другое поле. Найти закон распределения вероятностей для числа 

женщин, остающихся работать на первом поле. 
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2.2. Непрерывные случайные величины 

 

Непрерывной называется случайная величина, которая может  принимать лю-

бое значение из некоторого конечного или бесконечного промежутка. 

 

2.2.1. Закон распределения непрерывной случайной величины 

 

Непрерывная случайная величина может принимать бесконечное множество 

значений, поэтому закон распределения непрерывной случайной величины невоз-

можно задать в форме ряда распределения. Для задания закона распределения не-

прерывной случайной величины обычно используется функция распределения веро-

ятностей – F(x) или плотность распределения вероятностей – f(x). 

Функция распределения вероятностей случайной величины Х определяет 

вероятность того, что случайная величина Х принимает значение, меньшее 

действительного числа х, т.е.  

  ).()( xXPxF   

Функцию распределения называют также интегральной функцией 

распределения или интегральным законом распределения случайной величины. 

)(xF  является неубывающей функцией. Она может принимать только значения, 

принадлежащие отрезку [0,1], т.е. .1)(0  xF  Для дискретных случайных величин 

)(xF  является ступенчатой функцией, непрерывной слева. 

Вероятность того, что случайная величина Х примет значение, заключенное в 

интервале ),,(
21

xx  равна приращению функции распределения на этом интервале: 

    ).()()(
1221

xFxFxXxP                               (29) 

 

Вероятность того, что непрерывная случайная величина примет одно определенное 

значение, равна нулю: 0)( 
i

xXP .  Поэтому 

).()()()(
21212121

xXxPxXxPxXxPxXxP   

Плотностью распределения вероятностей случайной величины называется 

функция 

              .
)(

)()(
dx

xdF
xFxf                 (30) 

Эту функцию часто называют дифференциальной функцией распределения или 

дифференциальным законом распределения непрерывной случайной величины. 

Плотность распределения является неотрицательной функцией, т.е. .0)( xf  

Элементом вероятности для случайной величины Х называется величина 

,)( dxxf  равная вероятности попадания значения случайной величины в элементар-

ный интервал dx , примыкающий к точке x . 
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Вероятность того, что непрерывная случайная величина Х примет значение, 

заключенное в интервале ),(
21

xx , равна определенному интервалу от плотности 

распределения вероятностей, взятому в пределах от 
1

x  до 
2

x : 

               
2

1

.)()(
21

x

x

dxxfxXxP                (31) 

В частности, 






 .1)()( dxxfXP  

Функция распределения выражается через плотность распределения с помо-

щью формулы: 





x

dxxfxXPxF .)()()(  

 

2.2.2. Числовые характеристики непрерывной случайной величины 

 

Основные числовые характеристики для непрерывных случайных 

величин Х вычисляются по следующим формулам: 

а) математическое ожидание 

                                    




 ;)()( dxxxfXM                              (32) 

 

б) дисперсия 

            




 ;)()]([)( 2 dxxfXMxXD               (33) 

или  

                                         22 )()()( XMXMХD  ,                              (34) 

где 

                                           




 ;)()( 22 dxxfxXM                                 (35) 

в) среднее квадратическое отклонение 

                                   ).()( XDX   

Все свойства математического ожидания и дисперсии, приведенные при 

рассмотрении дискретной случайной величины, справедливы и для непрерывной 

случайной величины. 

 

   2.2.3. Равномерное распределение 
 

Пусть непрерывная случайная величина Х может принимать любое значение 

из отрезка а; b и пусть вероятности попадания этой случайной величины в любой 
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промежуток шириной x одинаковы. Плотность распределения вероятностей для 

такой случайной величины постоянна: Axf )( . Найдем А из условия 

 
b

a

dxxfbxaP 1)()( ; 

 
b

a

Adx 1; 1
a

b
xA  ; 1)(  abA ; 

ab
A




1
. 

Тогда плотность распределения вероятностей для случайной величины Х 

имеет вид: 

                          


















.0

,
1

,0

)(

bxпри

bxaпри
ab

axпри

xf                                    (36) 

Такое распределение вероятностей называется равномерным, а случайная величина 

Х называется равномерно распределенной на отрезке а; b. 

 Отметим, что равномерно распределенные случайные величины 

являются «абсолютно» случайными в соответствующем испытании т.к. нет ни каких 

оснований выделить какие-то значения этой величины и считать их более 

вероятными чем другие. 

 

Примеры выполнения типовых заданий 

 

 Задача 15.  Функция распределения непрерывной случайной величины Х име-

ет вид: 

  


















.21

,20
8

,00

)(
3

xпри

xпри
x

xпри

xF  

Найти плотность распределения вероятностей, математическое ожидание, диспер-

сию и вероятность попадания Х в интервал (1;2). 

 Решение.  Плотность распределения найдем по формуле (30): 

 


















.20

,20
8

3

,00

)()(
2

xпри

xпри
x

xпри

xFxf  

 М(Х) и D(Х) вычислим по формулам (32), (33) соответственно: 

  









2

2

0

20

0
8

3
0)()( dxxdx

x
xdxxdxxxfXM  
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 ;5,1
2

3
)0

4

16
(

8

3

0

2
)

4
(

8

3
0

8

3
0

42

0

3  
x

dxx  

  





2

0

22

2

0

222 )
4

9
3(

8

3

8

3
]

2

3
[)(]

2

3
[)( dxxxxdxxxdxxfxXD  

  
2

0

345

234 )
4

24

4

48

5

32
(

8

3

0

2
)

34

9

4
3

5
(

8

3
)

4

9
3(

8

3 xxx
dxxxx  

 .15,0
20

3

20

8

8

3
)

20

120240128
(

8

3



  

 

 Вероятность попадания случайной величины в интервал (1;2) найдем по фор-

муле (29): 

  .875,0
8

7

8

1
1

8

1

8

2
)1()2()21(

33

 FFXP  

 

Задания для самостоятельной работы 

 

 91. Дана плотность распределения вероятностей случайной величины Х: 

















.30

,315,0

,10

)(

xпри

xпри

xпри

xf  

Найти вероятности попадания случайной величины в интервалы (1; 2) и  

(1,5; 2,5). Сделать чертеж. 

  

 92. Как известно, плотность распределения вероятностей для равномерно рас-

пределенной непрерывной случайной величины определяется формулой (20). Найти 

функцию распределения такой случайной величины. Сделать чертеж. 

 93. По условию задачи 91 найти математическое ожидание и дисперсию слу-

чайной величины Х. 

  

 94. Дана интегральная функция распределения вероятностей случайной вели-

чины Х: 

















.21

,204/

,00

)( 2

xпри

xприх

xпри

xF  

Найти вероятность того, что )1;0(Х . Найти дифференциальную функцию распре-

деления. Сделать чертеж. 

  

 95. По условию задачи 94 найти математическое ожидание и среднее квадра-

тическое отклонение случайной величины Х. 
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 96. Дана дифференциальная  функция распределения случайной величины Y: 

















.20

,215,0

,10

)(

упри

уприу

упри

уf  

Найти  интегральную функцию распределения и вероятность того, что )2;5,1(Y . 

Сделать чертеж. 

  

 97. По условию задачи 96 найти вероятность того, что )5,1;1(Y используя 

f(у). Найти дисперсию случайной величины Y. 

  

 98. Дана плотность распределения вероятностей для случайной величины Х: 

















.2/0

,2/0sin

,00

)(





xпри

xприx

xпри

xf  

Найти функциюF(x). Сделать чертеж. 

   

 99. По условию задачи 98 найти вероятности попадания случайной величины 

Х в интервалы (0; π/2) и (π/6; π/4), используя функции f(x) и F(x). 

  

 100. Дана интегральная функция распределения случайной величины Z : 

 

















.2/1

,2/0sin

,00

)(





zпри

zприz

zпри

zF  

Найти f( z ) и М( Z ). Построить графики функций f( z ) и F( z ). 

 

 2.2.4.  Нормальное распределение непрерывной случайной величины 

 

 Нормальным называется распределение вероятностей непрерывной случайной 

величины Х, которое описывается следующей функцией плотности распределения 

вероятностей: 

                                   ,
2

1
)(

2

2

2

)(





ax

exf




                        (37) 

где )(XMa   - математическое ожидание, 

       )(X   - среднее квадратическое отклонение нормально распределенной слу-

чайной величины Х. 
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 График функции (37) называется нормальной кривой или кривой Гаусса. Нор-

мальная кривая имеет вид: 

  

 Функция )(xf  для нормально распределенной непрерывной случайной вели-

чины Х обладает следующими свойствами: 

 1) 0)( xf  для ;Rx  

 2) ;0)(lim 


xf
x

 

 3) кривая )(xfy   имеет ось симметрии: ;ax   

 4) кривая )(xfy   имеет единственный экстремум: 

  ;
2

1
)(

max


af  

 5) кривая )(xfy   имеет две точки перегиба: 

  .
2

1
)()(

21
e

afaf
перпер


   

 Вероятность того, что нормально распределенная непрерывная случайная ве-

личина Х примет значение, заключенное в интервале (
21

, xx ) можно найти по фор-

муле: 

             ),()()( 12

21


axax
xXxP





                               (38) 

где  dzex

x z





0

2

2

2

1
)(


 - функция Лапласа ее значения приводятся в таблице 1 при-

ложения 1. 
 ),(XMa   

 ).(X   

 Вероятность того, что отклонение нормально распределенной непрерывной 

случайной величины Х от математического ожидания по абсолютной величине 

меньше заданного положительного числа   можно найти по формуле: 

                     ).(2)()(



 aXaPaXP     (39) 

В частности при 3  

)3(2)33( ФaxaP   . 

f(x)

xа - а +

 2

1

е 2

1

 а
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По таблице (прилож.2) находим, что 49856,0)3( Ф , тогда 99712,0)3(2 Ф , т.е.  

                                      1)33(   aXaP                                         (40) 

Соотношение (40) позволяет сформулировать так называемое правило «трех сигм»: 

«Нормально распределенная случайная величина Х практически не выходит за рам-

ки интервала (  3;3  aa )». 

 

Примеры выполнения типовых заданий 

 

 Задача 16.  Значения веса отдельных зерен распределены по нормальному за-

кону. Математическое ожидание веса зерна равно 0,19, среднее квадратическое от-

клонение равно 0,04 г. Сильные всходы дают зерна, вес которых более 0,15г.  1) 

Найти вероятность того, что наугад взятое зерно даст сильные всходы; 2) Найт вес, 

который не превзойдет наугад взятое зерно с вероятностью 0,98. 

 Решение.  Х – непрерывная нормально распределенная случайная величина – 

вес отдельного зерна. 19,0)(  aXM г. 

  04,0)(  X  г. 

 1) Сильные всходы дают зерна, вес которых больше 0,15 г. Поэтому искомая 

вероятность есть P(X>0,15). Для определения этой вероятности воспользуемся фор-

мулой (22): 

  





 )
15,0

()()15,0()15,0(


aa
XPXP  

 .8413,03413,05,0)1(5,0)1(5,0)
04,0

19,015,0
()( 


  

Здесь использованы два свойства функции Лапласа: 

;5,0)(   )()( xx  . Значение )1(  найдено по таблице 1 приложения 1. 

 2) Обозначим искомый вес через y. Случайная величина Х не превзойдет этот 

вес с вероятностью 0,98, т.е. 98,0)(  yXP . .98,0)()(  yXPyXP  Зна-

чит 98,0)(  уXP . 

 С другой стороны, по формуле (22) получаем: 

         .5,0)
04,0

19,0
()()()()()( 










yayay
yXP


 

 Величину y  можно найти, решив уравнение: 

  98,05,0)
04,0

19,0
( 




y
 

 или 

  48,0)
04,0

19,0
( 




y
 

Зная значения функции Лапласа (0,48), по таблице прилож. 2  находим 

соответствующее значение аргумента (2,06): 
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  .06,2
04,0

19,0


y
 

Тогда 08,019,0 y  и .27,0y  

 Это означает: с вероятностью 0,98 можно утверждать, что вес наугад взятого 

зерна не превзойдет 0,27 г. 

 

 Задача 17.  Норма высева семян на 1 гектар равна 220 килограмм. Фактиче-

ский расход семян колеблется около этого значения со средним квадратическим от-

клонением 10 кг. Найти: 1) вероятность того, что расход семян на 150 га не превы-

сит 33,2 тонны; 2) количество семян, которого хватит для посева 150 га с вероятно-

стью 0,99. 

 Решение.  Случайная величина Х – расход семян на 150 га; случайные величи-

ны )150,...,2,1(  i
i

 - расход семян на i  -том гектаре. 

 По условию задачи норма (математическое ожидание) высева семян и среднее 

квадратическое отклонение одинаковы для каждого из ста пятидесяти гектар равны 

между собой. 

  220)(...)()(
15021

 YMYMYM  кг; 

  10)(...)()(
15021

 YYY   кг; 

  100)]([)( 2 
ii

YYD   кг,      ).150,...,2,1( i  

Случайную величину Х можно представить как сумму случайных величин 
i

Y : 

....
15021

YYYX   Случайная величина, являющаяся суммой соизмеримых неза-

висимых случайных величин, распределена по нормальному закону. В данном при-

мере указанным требованиям отвечает случайная величина Х, значит она распреде-

лена нормально. 

 Найдем числовые характеристики случайной величины Х, учитывая, что ма-

тематическое ожидание (дисперсия) суммы случайных величин равно сумме мате-

матических ожиданий (дисперсией) слагаемых: 

  )(150)(...)()()...()(
1502115021 i

YMYMYMYMYYYMXM  

33000220150   кг =33 т; 

 )(...)()()...()(
1502115021

YDYDYDYYYDXD  
215000100150 кг   

12215000)()(  XDX  кг =0,122 т. 

1) Искомую вероятность можно записать в виде: 
 ).2,33( XP  

 


 )()
122,0

332,33
()2,33()2,33()2,33( XPXPXP  

   95,05,04495,05,0)64,1()
122,0

2,0
(  , 

где Ф(1,64)  0,4495 (прилож.2). 

 2) Количество семян необходимое для посева 150 га обозначим через y . 
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Будем искать y  из условия .99,0)()(  yXPyXP  

По формуле (22) получаем 

               .5,0)
122,0

33
()()

122,0

33
()( 







yy
yXP  

Теперь необходимо решить уравнение: 

  99,05,0)
122,0

33
( 




y
 или 

  .49,0)
122,0

33
( 




y
 

Значение аргумента (2,32) находим по таблице функции Лапласа (прилож.2). 

  32,2
122,0

33


y
. 

Тогда 28,033y  и .28,33y  

 Это означает, что с вероятностью 0,99 можно утверждать: «33,28 тонны семян 

хватит для посева 150 га.» 

 

Задания для самостоятельной работы 

 

101. Длина стебля пшеницы нормально распределенная случайная величина Х. 

Известно, что М(Х) = 80 см, (Х) = 10 см. Найти вероятности того, что значения 

случайной величины принадлежат интервалам (70; 90) и (50; 70). 

 

102. По условию задачи 101 найти значение длины стебля, ниже которого 

находятся 30% стеблей пшеницы. 

 

103. Вес поросенка есть случайная величина, распределенная по нормальному 

закону. Установлено, что математическое ожидание этой случайной величины равно 

50 кг, а дисперсия равна 25 кг
2
. Какой  процент от общего количества поросят на 

ферме имеет вес: а) ниже 40 кг; б) выше 55 кг. 

 

104. По условию задачи 101 найти значение веса, выше которого находятся 

только 10% поросят. 

 

105. Значения веса одной груши распределены по нормальному закону, при 

этом математическое ожидание веса и его  среднее квадратическое отклонение 

равны 150 г. и 20 г. соответственно. Найти вероятности того, что вес наугад 

взятой груши: а) больше 200 г; б) меньше 120 г. 

 

106. По  условию задачи 105 найти значение веса, ниже которого находятся 

только 20% общего количества груш. 
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107. Глубина посева семян является нормально распределенной случайной ве-

личиной. Средняя глубина посева составляет 3 см., дисперсия глубины посева со-

ставляет 1 см
2
. Найти доли семян посеянных на глубину: а) не менее двух сантимет-

ров; б) не более одного сантиметра. 

 

108. По условию задачи 107 указать какая глубина посева не будет пре- 

вышена с вероятностью 0,95. 

 

109. Суммарный вес плодов, находящихся в одном ящике в среднем составля-

ет 10 кг., а дисперсия этого веса составляет 0,64 кг
2
. Найти вероятности того, что в 

100 ящиках окажется: а) менее 900 кг; б) более 1050 кг. 

 

110.  По условию задачи 109 найти вероятность того, что в 150 ящиках ока-

жется от 1400 кг до 1560 кг. плодов. 

 

          В задачах 111.-130. непрерывная случайная величина имеет нормальное рас-

пределение. Ее математическое ожидание равно Мх, среднее квадратичное отклоне-

ние равно  σх. Найти вероятность того, что в результате испытания случайная вели-

чина примет значение в интервале (α,β). 

 

Задача Мх σх α β Задача Мх σх α β 

111 10 1 8 14 121 32 3 27 36 

112 12 2 8 14 122 34 1 30 37 

113 14 3 10 15 123 36 2 30 41 

114 16 2 15 18 124 38 3 34 42 

115 18 1 16 21 125 40 2 39 42 

116 20 1 16 22 126 40 4 36 43 

117 24 2 17 26 127 38 2 35 40 

118 26 1 20 27 128 42 4 40 43 

119 28 3 23 30 129 44 5 41 45 

120 30 1 24 35 130 45 5 43 48 
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